DIMOSTRAZIONI DI LOGICA

Capitolo I

Le classi di equivalenza [a], [b] rispetto alla relazione R(IxI di 2 elementi a, b con a(b, appartenenti ad un insieme I sono disgiunte.

(se a(b,  allora [a]([b] = ( )

Dimostrazione:

1) [chi ci dice che le classe d’equivalenza godono della simmetrica e della transitiva?]

2) [la prof. Nn usa la simmetrica, non si capisce perché dire che (a,b) ( R significa che [a] = [b]]

Se [a] e [b] non sono disgiunte,  esiste un elemento x, tale che x ( [a] e x ( a [b], dunque possiamo dire che (a,x) ( R e (b,x) ( R. 

per la proprietà simmetrica: (b,x) ( R ( (x,b) ( R

ma per la proprietà transitiva: (a,x) ( R e (b,x) ( R ( (a,b) ( R

e dire che (a,b) ( R significa che [a] = [b].

Capitolo II

L’insieme totale non esiste.

Dimostrazione:

(per assurdo)

Supponiamo per  assurdo che esista l’insieme totale, chiamiamo T questo insieme degli insiemi. Se esistesse allora sarebbe P(T) ( T, quindi #P(T) ( #T. Quest’ultima affermazione è contro il teorema di Cantor che ci dice che per ogni insieme #T ( #P(T).

La relazione di equipotenza tra insiemi è una relazione di equivalenza

Dimostrazione:

Per di mostrare ciò, mostreremo che la relazione di equipotenza soddisfa le tre proprietà delle relazioni di equivalenza.

Riflessiva:

La relazione di equipotenza tra 2 insiemi A e B implica che esiste una funzione biiettiva tra i due, nel caso che A = B i due insiemi contengono gli stessi elementi; ciò implica che ogni insieme equipotente a sé stesso.

Simmetrica:

Se I è equipotente a J, significa che esiste una funzione f: I ( J . 

Questa funzione è biiettiva, per la definizione di relazione equipotente. 

Essendo biiettiva è anche invertibile, e dunque abbiamo una funzione f –1: J ( I anch’essa biiettiva.

Dunque essendo f –1 invertibile, anche J è equipotente a I.

Transitiva:

Se I è equipotente a J, e se J è equipotente a V, vuol dire che esistono due funzioni f : I ( J e g: j ( L. Consideriamo dunque la funzione composta g ( f: I ( L,  essendo quest’ultima biiettiva possiamo affermare che I è equipotente a L.

Se un insieme I ha n elementi, allora l’insieme delle parti P(I) ha 2n elementi.

Dimostrazione:

(per induzione sul numero di elementi di I)

passo base:

per n=0 l’insieme I è composto da 0 elementi. #I=(, #P(I) = 20 = 1 = { (}.

Induzione:

supponiamo per #I = n-1, dimostriamolo per n. Se #I=n-1, #P(I)=2n-1;

prendiamo un elemento a tale che a ( I, la cardinalità di I è n-1. Consideriamo allora l’insieme I({a}, la cui cardinalità è n.

l’insieme P((I({a})) è formata dai sottoinsiemi propri ed impropri di I, più tutti questi sottoinsiemi con l’elemento a aggiunto: ( ( a, B ( a, C ( a etc. quindi abbiamo il doppio degli elementi: 2*2n-1 che sono pari a 2n elementi. 

Esistenza della scomposizione in fattori primi

Ogni numero maggiore di 1 è un prodotto di numeri primi.

Sia n un naturale: se n è primo, la tesi è dimostrata.

Se n non è primo vuol dire che ha x divisori compresi tra 1 e n .

Prendiamo m come il più piccolo dei divisori, questi deve per  forza essere primo, in quanto se fosse divisibile per un numero k diverso da sé stesso, questo k sarebbe divisore 0 anche per n, e dunque m non sarebbe il più piccolo divisore di n.

Adesso abbiamo che n è si può scrivere m*n1..nk, dove n1..nk, sono gli altri divisori di n. ognuno di essi compreso tra 1 ed n,

Ripetendo il procedimento, n1 o è primo o è divisibile per un primo p2<n1, applicando quanto sopra detto potremmo ottenere la sequenza di numeri primi da cui viene generato n.

Unicità della scomposizione in fattori primi.

La scomposizione in fattori primi di un numero naturale è unica.

Dimostrazione:

(per induzione sul numero di divisori di n)

passo base: 

nel caso di un numero primo c’è un solo divisore, dunque la scomposizione è unica.

Induzione:

Supponiamo l’unicità della scomposizione per un numero n scomponibile in k fattori n= a1*a2*...*ak.

Dimostriamo il teorema per un numero scomponibile in k+1 fattori m = b1*b2*…*bk* bk+1.

Supponiamo che esista un'altra scomposizione di m in h fattori m = c1*c2*…*ch, che h>k+1 non è possibile, dato che h è il massimo numero di fattori, se h fosse minore di k+1, sarebbe considerato nel passo precedente dell’induzione (supposto vero), dunque h = k+1.

Se c1 divide m, vuol dire che divide uno tra b1…bk+1, chiamiamolo bz;  Ma bz e c1 sono primi, dunque divisibili solo per sé stessi, il che implica che bz = c1. Eliminando questi due fattori uguali, mi riduco al caso di k, che è gia’ dimostrato.

L’insieme dei numeri naturali pari è equipotente all’insieme dei numeri naturali N.

L’insieme interi Z ha la potenza del numerabile.

L’insieme dei numeri razionali Q ha la potenza del numerabile.

Dimostrazioni:

è sufficiente creare delle funzioni che ad ogni numero naturale N associno un numero degli altri insiemi.

Per i pari: 
f: n ( n/2

Per Z:

f: 0 ( 0; 2n+1 ( n+1; 2n ( -n;

per Q:

f: 0 ( 0; 2n ( n/m; 2n+1 ( - n/m.

l’insieme R non ha la potenza del numerabile.

Dimostrazione:

basta dimostrare che non vi è una corrispondenza biunivoca tra i numeri naturale ed i numeri reali

Capitolo III

Correttezza dei tableaux proposizionali

Se il tableau T è chiuso per la formula U, allora la formula U è insoddisfacibile

Dimostrazione:

(per induzione sull’altezza h dell’albero)

caso base:

se h = 0, abbiamo un foglia con due letterali contrastanti, dunque la formula U è insoddisfacibile.

Induzione:

se h>0 la foglia con i letterali contrastanti sarà stata generata o da un ( - regola o da una ( - regola:

nel caso di una ( - regola, la formula al nodo superiore  ha generato dei letterali contrastanti, dunque abbiamo che la formula al nodo h-1 sarà del tipo U(n) = { P1 ( P2} ( U0.

Dato che U(n) ha generato una formula falsa vuol dire che abbiamo uno o più dei seguenti casi:

1) v(P1) = F; 

2) v(P2) = F;

3) v(U0) = F; (U0 contiene un enunciato falso)

nel caso di una ( - regola, entrambi i rami generati devono contenere letterali contrastanti, ed essendo il tableau chiuso, tutti le formule a livello h contengono letterali contrastanti. Quindi nel livello h-1 avremo una formula U(n) = {P1 ( P2} ( U0. Le possibilità sono 2:

1) v(P1 ( P2) = F;

2)
v(U0) = F; (U0 contiene un enunciato falso)

ne segue che U(n) è insoddisfacibile.

Completezza dei tableaux proposizionali

Se la formula U è insoddisfacibile, allora il tableau T è chiuso per la formula U

Ciò equivale a dimostrare che:

Se il tableau T è aperto per la formula U, allora la formula U è soddisfacibile.

Dimostrazione:

(per induzione sull’altezza h del tableau)

caso base:

se h = 0 e  il tableau è aperto, il nodo non contiene  letterali contrastanti, dunque è soddisfacibile.

Induzione:

se h>0 la foglia che non contiene letterali contrastanti sarà stata generata o da un ( - regola o da una ( - regola:

nel caso di una ( - regola, la formula al nodo superiore  ammette un’interpretazione tale che v((Un)) = V, dunque U(n) è soddisfacibile.
nel caso di una ( - regola, vuol dire esiste almeno un’interpretazione di v(P1) = V o  v(P2 ) = V, da ciò segue che (P1 ( P2) = V, dunque U(n) è soddisfacibile.

Regola di deduzione

La regola di deduzione è una regola derivata corretta.

U ( {A} |- B 

 U |- A(B

Dimostrazione:

(per induzione sul numero di passi della dimostrazione in Hilbert)

caso base:

se la dimostrazione è lunga 1 passo, significa che B viene dimostrato in 1 passo, dunque o è un elemento delle ipotesi U, oppure B è un assioma.

A prescindere dalla natura di B abbiamo 2 casi:

B = A : in questo caso la regola di deduzione ci dice che A(A, cosa che già ci dice un teorema

B ( A : in questo caso si svolge la seguente dimostrazione che arriva alle stesse conclusioni della 

 regola di deduzione, utilizzando però il modus ponens.

1.
U |- B



(ipotesi o assioma)

2.  
U |- B((A(B)

Assioma 1

3.
U |- A(B


modus ponens (1,2)

induzione:

la dimostrazione si svolge in n>1 passi, abbiamo 2 casi:

-  l’ultimo passo della dimostrazione è un’inferenza di un passo di B:

ci ritroviamo nel caso di n = 1.

-  l’ultimo passo della dimostrazione è un’inferenza che utilizza il modus ponens.

In questo caso, prima di arrivare all’n-simo passo, avremo le seguenti righe i e j all’interno della dimostrazione:

i:
U ( {A} |- C

j:
U ( {A} |- B(C

per la dimostrazione fatta nel passo base, posso utilizzare la regola per dire che:


U |- A(C


U |- A((B(C)

Adesso che abbiamo questi due risultati possiamo utilizzarli insieme al MP per dimostrare il tutto:

i:
U |- A(C

j:
U |- A((B(C)

j+1:
U |- A((C(B) ( [(A(C) ( (A(B)]

assioma 2

j+2:
U |- (A(C) ( (A(B)



MP j, j+1

j+3:
U |- A(B





MP j+1, j+2

dunque ogni dimostrazione che usa la regola di deduzione può trasformarsi in una che non la usa.

Correttezza del sistema di Hilbert

Se una formula è dimostrabile nel sistema di Hilbert, allora la formula è valida.

Dimostrazione:

Bisogna dimostrare i tre assiomi e il modus ponens, per dimostrare i tre assiomi basta svolgere i loro rispettivi tableaux, per il MP occorre invece un’altra dimostrazione (per assurdo):

supponiamo per assurdo che il MP non fosse corretto.

Allora esisterebbero un insieme di formule {A,A(B,B} tale che siano valide A,A(B, ma non B.

Allora esisterebbe un’interpretazione tale che siano valide A, A(B, ma non B, quindi v(B) = F.

Quindi possiamo affermare che v(A) = V, v(A(B) = V. Da ciò si può dedurre che v(B) = V, il che è in contraddizione con quanto sopra detto.

Complettezza del sistema di Hilbert

Se una formula è valida allora è dimostrabile nel sistema di Hilbert.

Dimostrazione:

Per dimostrare ciò, basta far vedere che ogni dimostrazione in Gentzen può essere meccanicamente trasformata in una dimostrazione in Hilbert, così ci riduciamo a dimostrare la completezza per Gentzen.

Capitolo IV

Correttezza del metodo deduttivo dei tableaux.

